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模方程基础

ACM 学习笔记 数论 Baby-Step-Gaint-Step

* 原文链接 *

扩展欧几里得算法

问题描述

已知   为常整数，求方程   的一对整数解?

问题简析

令  ，构造方程

https://www.zybuluo.com/mdeditor
http://littleclown.github.io/2016/05/04/Study-Math-Mod-CRT/


由于， ，  

所以，

方程 (1) 的构造与辗转相除有异曲同工之妙，需要说明的是，  。  
所以： 

1. 当   时，我们得到一组解  ; 

2. 当   时，套用辗转相除的框架求出  ，再得到  。

程序实现

1. typedef long long LL;
2. void Extend_Euclid(LL a, LL& x, LL b, LL &y, LL& d) { // d=gcd(a,b)
3.     if( !b ) { d=a; x=1; y=0; } 
4.     else { Extend_Euclid(b, y, a%b, x, d); y -= (a/b)*x; }
5. }

值得一提的是，扩展欧几里得算法解出的一组解是所有解中   最小的；  
另外，  可以一起求。

代码中，将 d=a 的执行顺序放在第一位是一个小技巧，因为这样就可以像这样调用函数：

1. Extend_Euclid(a, x, b, d, d);
2. // 或者
3. Extend_Euclid(a, d, b, d, y);

问题扩展

求方程   有多少对整数解，满足  ？

由前文可知，当   时，方程有解。因为方程   的解  
乘上   就是此方程的一组解。  

由此，我们可以推出  ，所以，当   时，方程无解。

那有多少个解呢？ 
如果  ,  是方程的两个解，那么  。  

令  ，显然， 。  

所以， ，并且  。

一般地，若   是方程   一组解，那么   也是一组解。  

又，



其中， ，  为任意整数。

剩下的问题就很简单了，不再赘述。

逆元

问题描述

对于任意整数  ，如果存在一个整数   使得  ，  
那么，  和   称作模   意义下的互为逆元，记做   或  。

问题简析

1. 如果  ，根据欧拉定理，有  ，特别地，当   是素数时，
。  

另外，由于  ，构造方程  ，用扩展欧几里得算法也可求出   在模   意
义下的逆元  。

2. 如果  ，由前文可知，方程   不存在整数解，故不存
在逆元。

程序实现

1. 欧拉定理求逆元， 
当   是素数时， ，  的逆元为 

1. typedef long long LL;
2. LL ModPower(LL A, LL x, LL mod) { // 返回 Âx%mod
3.     LL ans = 1;
4.     for(; x > 0; x >>=1, A=A*A%mod) 
5.         if( x&1 ) ans = ans*A%mod;
6.     return ans;
7. }
8. 
9. LL INV(LL A, LL mod) {
10.     return ModPower(A, mod-2, mod);   
11. }

1. 扩展欧几里得求逆元

1. typedef long long LL;
2. LL INV(LL A, LL mod) {
3.     LL x, y, d;
4.     Extend_Euclid(A, x, N, y, d);
5.     if( d != 1 ) return -1; // 若 A 和 mod 不互质，则不存在逆元
6.     return x;
7. }

中国剩余定理

问题描述

若正整数   两两互素， 。  
求整数   满足同余方程组：  



问题简析

令  ，显然：  

构造方程  。  
那么，由方程组 (3) 有， 

结合方程组 (2) 和方程组 (4)，进而有， 

所以，  为同余方程组 (2) 的解。  

更一般地，方程的解为  。  

剩下的问题仅需利用扩展欧几里得算法求出  。

程序实现

1. LL CRT(int N, int* a, int* m) {
2.     LL M = 1, ans = 0;
3.     for(int i=0; i < N; ++i) M *= m[i];
4.     for(int i=0; i < N; ++i) {
5.         LL w = M/m[i], x, y, d;
6.         Extend_Euclid(w, x, m[i], y, d);
7.         ans = (ans+x*w*a[i]) % M;
8.     }
9.     return ans;
10. }

Baby Step Gaint Step

问题描述

求一个整数   使得  ；其中，  为素数。



问题简析

注意到   是一个素数，那么对于任意   都存在一个模   意义下的逆元  ，使得 
。  

对于  ，如果事先知道了所有   的值，  
如何判断是否存在一个   满足  ，使得   成立呢？

注意到，令方程两边同乘以   的逆元  ，得到  。  
所以，我们仅需将   映射到哈希表或平衡树中，再判断哈希表或平衡树中，  
是否存在  ，并且在存在时返回   即可。

 等于多少呢？  

注意到这样做的时间复杂度（使用哈希表，查询均摊  ），是   的，  

不难证明，当   取   时复杂度最优。

程序实现

1. typedef long long LL;
2. unordered_map<LL, int> emp;cnt+
3. 
4. int EBSGS(LL A, LL B, LL C) {
5.     emp.clear();
6.     LL M = ceil(sqrt(1.0*C));
7.     LL AA = 1;
8.     for(int i=0; i < M; ++i) {
9.         if( !emp.count(AA) ) emp[AA] = i;
10.         AA = AA*A % C;
11.     }
12.     LL Am = INV(ModPower(A, M, C), C);
13.     for(int i=0; i < M; ++i) {
14.         if( emp.count(B) ) return emp[B]+i*M;
15.         B = B*Am % C;
16.     }
17.     return -1;
18. }

Extend Baby Step Gaint Step

问题描述

求一个整数   使得  ；其中，  为合数。

问题简析

【定理1】  若  ，则有， 。  
这个定理不难证明，事实上，仅需构造方程  ，再等式两边同除以   即可得证。

再回过头来看普通版的 Baby Step Gaint Step 是如何工作的。  
注意到，Gaint Step 能够成功走出去的前提是   存在模   意义下的逆元  。  
由前文可知，  存在的充要条件为  ，也就是要满足   和   互质即
可。

设  ，并且  ； 再令  ， 。  

所以， 。  



不难发现，  和   是互质的，  和   也是互质的。

1. 若  ，结合【定理1】，有  。  

又因为   和   是互质的，所以存在模   意义下的逆元  ；进一步将同余方程化为 

。  

由于   和   是互质的，根据前面的分析，可知直接套用普通版的 Baby Step Gaint Step 即可解
决。

2. 若  ，由于  ，所以无解。

程序实现

1. typedef long long LL;
2. unordered_map<LL, int> emp;
3. 
4. int EBSGS(LL A, LL B, LL C) {
5.     LL G, D = 1, cnt = 0;
6.     while( (G=GCD(A, C)) != 1 ) {
7.         if( B % G ) return -1;
8.         B /= G; C /= G;
9.         D = D*A/G % C;
10.         ++cnt;
11.         if( D == B ) return cnt;
12.     }
13. 
14.     emp.clear();
15.     LL M = ceil(sqrt(1.0*C));
16.     LL AA = 1;
17.     for(int i=0; i < M; ++i) {
18.         if( !emp.count(AA) ) emp[AA] = i;
19.         AA = AA*A % C;
20.     }
21.     B = B*INV(D, C) % C;
22.     LL Am = INV(ModPower(A, M, C), C);
23.     for(int i=0; i < M; ++i) {
24.         if( emp.count(B) ) return emp[B]+cnt+i*M;
25.         B = B*Am % C;
26.     }
27.     return -1;
28. }

练习

题目 分类 程序实现

SPJ/MOD扩展 BSGS Code

Hint
拖沓了很久，终于耐下性子整理了一下。 
鉴于本人能力有限，有误之处欢迎指正。
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